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摘 要：研究了一类具有退化非局部强阻尼的Kirchhoff型梁方程解的存在唯一性， 全局吸引子与强全局吸引子

的存在性 . 首先，应用Faedo-Galerkin逼近和插值不等式证明了弱解的存在唯一性；其次，通过构造有界吸收集，证

明解半群的渐近紧性，从而得到系统在拓扑空间H存在全局吸引子；最后利用范数到弱连续半群理论和条件（C），

证明了系统在强拓扑空间H1 q存在全局吸引子 .
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Long-time dynamics for a Kirchhoff beam equation 

with degenerate nonlocal strong damping
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Abstract： The existence and uniqueness of solutions，as well as the existence of global attractors and 

strong global attractors are investigated for a class of Kirchhoff-type beam equations with degenerate 

nonlocal strong damping. Firstly， we establish the existence and uniqueness of weak solutions by 

employing the Faedo-Galerkin approximation along with interpolation inequalities. Secondly， by 

constructing a bounded absorbing set，we establish the asymptotic compactness of the solution 

semigroup， and thereby obtain the existence of a global attractor in the topological space H. Finally， 

we apply the norm-to-weak continuous semigroup theory and condition （C）， to show that the system 

also has a global attractor in the stronger topological space H1 q.
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本文主要研究具有退化非局部强阻尼的Kirchhoff型梁方程
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utt + Δ2u + ( )κ - β ∫
Ω

|| ∇u 2 dx Δu - γ ( ) Δu 2 +  ut
2 qΔut + f ( )u = 0， Ω × R+，

u ( )x，t = Δu ( )x，t = 0， x ∈ ∂Ω，t ∈ R+，

u ( )x，0 = u0( )x ， ut( )x，0 = u1( )x ， x ∈ Ω，

（1）
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其中Ω ⊂ Rn是一个有界的C∞ 区域，(κ - β ∫
Ω
| ∇u |2 dx)Δu刻画了板的伸缩性，κ为伸缩参数，β为非线性刚度

系数，γ ( Δu 2 +  ut
2 ) qΔut是退化的非局部能量阻尼项，f (u)为非线性项 . 对方程中的参数及非线性项 f作

出如下假设：

(A1 )  β， γ > 0，q ≥ 1，κ ∈ R；

(A2 )  f ∈ C1(R)， f (0) = 0，对于任意的 s ∈ R，

liminf
|| s → ∞  f ′( s) > -λ1，                 | f ′( s) | ≤ C (1 + | s | p - 1 )，

其中λ1 > 0是算子 A = Δ2 在简支边界下的第一特征值，常数C > 0，当 1 ≤ n ≤ 4时，1 ≤ p < +∞；当 n ≥ 5时， 

1 ≤ p ≤ 4
n - 4 .

可伸缩梁方程是一类用于描述在外载荷作用下发生横向非线性振动的大挠度柔性结构的高阶非线性

发展方程，广泛应用于桥梁，飞机机翼等工程结构的动力学建模 . 该方程最早由 Woinowsky-Krieger（1950） 

建立 . 随后，Berger（1955）提出了 Berger 方程

utt + Δ2u + (α - β  ∇u 2 )Δu = f，
其中参数 α描述施加在梁上的平面力，系数 β与 ∇u 2

共同构成中面拉伸效应项 . Yao et al.（2017）延续了 

Berger方程通过位移梯度衡量中面拉伸效应的方法，引入了Kirchhoff非线性项(κ - β ∫
Ω
| ∇u |2 dx)Δu，用以反

映拉伸或压缩刚度随位移梯度变化的非线性效应 . 其中，参数 β > 0表示材料的非线性刚度特性，通常与弹

性模量及结构几何参数有关，而 κ表示初始轴向力（κ > 0表示拉伸，κ < 0表示压缩）. 具有该项的梁或板方

程的长时间动力学行为已被广泛研究（Yang et al.，2017； Meng et al.，2019）. 当κ = β = 0时，方程退化为一般

的梁方程，对这类方程的研究已有很多结果，如Medeiros（1979）讨论了解的存在唯一性，马巧珍等（2007）研

究了强全局吸引子的存在性 .

对于非退化非局部阻尼的板或梁方程解的长时间动力学行为， 已有较为系统的抽象理论框架 

（Chueshov et al.，2008）. 在此基础上，Sun et al.（2022a）考虑了具有非退化能量强阻尼的可伸缩梁方程

utt + Δ2u - κϕ ( ∇u 2 )Δu - M ( ξu
2
H)Δut + f (u) = h，

其中假设M在R+上为正，他们建立了解的适定性与正则性，证得强全局吸引子及指数吸引子存在，并分析了

吸引子在参数 κ扰动下的上半连续性与Hölder连续性 . 随后，Sun et al.（2022b）将上述结果推广到包含旋转

惯量项的情形，证明了全局吸引子和指数吸引子的存在性 .

近年来，关于退化型阻尼的研究逐渐展开，并取得了一系列进展：针对柔性飞行结构的振动问题， 

Balakrishnan（1988）和Balakrishnan et al.（1989）提出非局部能量阻尼模型

utt - 2ζ λ  uxx + λuxxxx - γ (∫-L

L ( )λ || uxx
2 + || ut

2 dx) quxxt = 0， （2）

其中 u = u ( x，t)表示静止状态下长度为 2L > 0的梁的横向挠度，γ > 0是阻尼系数，ζ是Krylov-Bogoliubov近

似方法中引入的一个常数，且λ = 2ζω σ2，其中ω是模型频率，σ2 是高斯外力的谱密度 . 该模型反映了工程

中振动耗散依赖于系统总能量的物理机制 . 以气流中振动的梁或板为例，其材料内部的耗散强度并不是常

数，而是与结构当前的总振动能量（动能与弹性势能）密切相关 . 即阻尼随振动与能量的增大而增强，随能量

趋于零而减弱甚至消失，呈现退化特性 . 在此基础上，Silva et al.（2019）中将模型（2）加入了非线性项 f (u)，建
立了可伸展梁模型

utt - κΔu + Δ2u - γ ( Δu 2 +  ut
2 ) qΔut + f (u) = 0. （3）

对一类具有退化非局部强阻尼的梁模型，首次获得强解的存在唯一性结果，并给出了相应的稳定性分

析 . 随后，Cavalcanti et al.（2021）进一步研究了该类退化阻尼可伸长梁模型的稳定性，揭示了非恒定伸长度

系数下能量解稳定的困难性 . Gomes Tavares et al.（2023）系统对比了可伸缩梁在退化与非退化非局部阻尼

情形下的长期动力学行为 . Yan et al.（2025）进一步研究了模型（3）弱解的存在唯一性以及全局吸引子和强吸

引子的存在性 .
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受上述文献启发， 本文试图考虑具有退化的非局部强阻尼的Kirchhoff型梁方程（1）的全局吸引子和强

吸引子存在性 . 本文的困难主要有两个方面： 一是退化的非局部强阻尼在应用Galerkin逼近时由于阻尼的

非线性和退化性导致很难直接逼近； 二是为证明更高正则空间H1 q中的全局吸引子存在性，需要获得弱解

在任意时间内的高阶正则性 .

在本篇论文中，用符号C表示某个正常数，并且同一行中的符号C也有可能表示不同的正常数，同时C (⋅)
仍表示一个正常数，其值取决于括号中的量 .

1 预备知识

记

Lp = Lp(Ω)，          ⋅ =  ⋅
L2，

其中 p ≥ 1. (⋅，⋅)记L2(Ω)空间中的内积 .

设 Ws，p = Ws，p(Ω)为 Sobolev-Slobodeckij 空间，其中 0 ≤ s < +∞，1 < p < +∞. 当 s = 0，1，2，⋯ 时与经典

Sobolev空间一致 . 记W s，p0 为C∞
c (Ω)在Ws，p中的闭包 . 另外，定义空间Hs ≔ Ws，2，H s0 ≔ W s，20 . 根据 Sobolev嵌入

定理可知

H  ↪ Lq，     1q ≥ 1
2 - s

n，      s ≥ 0，      2 ≤ q < +∞.
在简支边界条件 |u ∂Ω = 0， |Δu ∂Ω = 0下，定义算子A = Δ2， 定义域为

D ( A) = {u ∈ H 4( )Ω | | u ∂Ω = 0， | Δu ∂Ω = 0}.
对任意 u，v ∈ D ( A)，有 ( Au，v) = (Δu，Δv)，则 A是 L2 上的自伴正定算子 . 因此存在一列特征值 { λi }i ≥ 1 和对应

的特征函数{ ei }i ≥ 1，满足
Aei = λiei，        0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯，   lim

i → ∞ λi = +∞， （4）

其中{ ei }i ≥ 1为L2中一组的标准正交基 .

定义幂算子

Asu = ∑
i = 1

∞
ciλsi ei，      u = ∑

i = 1

∞
ci ei ∈ D ( As )， s ∈ R ，

其中D ( As ) = { u | u ∈ L2，Asu ∈ L2 }是Hilbert空间，其内积和范数为

(u，v) D ( )As = ( Asu，As v)，     u
D ( )As =  Asu .

特别地，D ( A1 2 ) = H 2 ∩ H 10，D ( A1 4 ) = H 10 . 对任意 s ∈ [0，1]，有D ( As ) ↪ H 4s. 对于任意的α > β满足紧嵌入

D ( Aα ) ↪↪ D ( Aβ ) . （5）

根据算子A定义可知，对于任意u ∈ D ( Ar ) ∩ D ( At )，都有

 Asu
L2( )Ω ≤  Aru

θ

L2( )Ω   Atu
1 - θ
L2( )Ω ，   ∀ u ∈ D ( Ar ) ∩ D ( At )， （6）

其中-∞ < r ≤ s ≤ t < +∞且 s = θr + (1 - θ ) t （θ ∈ [0，1]）. 此外，对任意 s ∈ R，D ( A-s )记为D ( As )的对偶空间 .

定义Hilbert空间Vs = D ( As 4 )，其内积和范数分别为

u，v
Vs

= ( )As 4u，As 4 v ，    u
Vs

=  As 4u .
定义相空间

H = V2 × L2，  Hs = Vs + 2 × Vs， s ∈ R ，
其上范数为

 u
s

=  u
Vs
，         (u，v) 2

Hs
=  u 2

2 + s +  v 2
s
.

当 s = 0时，记H = H0. 根据上述定义，对于任意 s ∈ [0，4]，均有连续嵌入Vs ↪ Hs.

由Poincaré不等式可知

 u 2
2 ≥ λ1 u 2

，           u 2
2 ≥ λ1 21  u 2

1， ∀ u ∈ V2. （7）

为方便起见，方程（1）改写为
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utt + Au - ( )κ - β ∫Ω
 u 2

1dx A1 2u + γ ( )u，ut
2q
H
A1 2ut + f ( )u = 0，

( )u ( )0 ，ut( )0 = ( )u0，u1 ，

|u ∂Ω = |Δu ∂Ω = 0.
（8）

注1 根据假设条件(A2 )和微分中值定理可知，存在常数C > 0使得

| f ( s) | ≤ C (1 + | s | p ) | s |， ∀s ∈ R. （9）

进一步，令F ( s) = ∫0

s

f (τ)dτ， 根据式（7）和式（9），存在常数C > 0和μ ∈ [ 0，λ1 )，有
∫
Ω
F ( s)dx ≥ - μ2  s 2 - C ≥ - μ

2λ1
 s 2

2 - C， （10）

( f ( s)，s) ≥ ∫
Ω
F ( s)dx - μ

2  s 2 - C. （11）

下面将介绍本文证明所需的一些预备结果 .

定义1（Chepyzhov et al.，2002） 设{ S ( t) }t ≥ 0是作用在度量空间(X，d )上的半群 . 若满足以下条件

（i）（紧性） A在X中是紧的；

（ii）（不变性） S ( t)A = A，  ∀ t ≥ 0；
（iii）（吸引性） 对任何有界集B ⊂ X，当 t → ∞时

distX(S ( t) B，A) ≔ sup
x ∈ S ( )t B

inf
y ∈ A

d ( x，y ) → 0.
则X中子集A称为{ S ( t) }t ≥ 0的全局吸引子 .

定义 2（Zhong et al.，2006） 设X， Y为 Banach空间，{ S ( t) }t ≥ 0是X上的半群 . 若 S ( t) X ⊂ Y （t > 0），且对

任意 ( ξn，tn ) → ( ξ，t)在X × (0，+∞)中强收敛，有 S ( tn ) ξn ⇀ S ( t) ξ在 Y中弱收敛，则称 { S ( t) }为范数到弱连

续的(X，Y )-半群 .

引理1（Zhong et al.，2006） 设{ S ( t) }为(X，Y )-半群，且满足

（i） 嵌入 i：Y → X及其对偶 i*：X * → Y *均为稠定单射；

（ii） { S ( t) }在X上连续（或弱连续）；

（iii） { S ( t) }将X × (0，+∞)中的紧集映射为Y中的有界集 .

则{ S ( t) }是范数到弱连续的(X，Y )-半群 .

定义 3（Ma et al.，2002）（条件（C）） 对于任意有界集B ⊂ X和任意 δ > 0，存在 tB > 0与一个依赖于B 和

δ的有限维子空间Xδ ⊂ Y （P为X → Xδ上的有界线性投影），使得

sup
x ∈ B

 ( I - P ) S ( t) x
X

≤ δ， ∀ t ≥ tB.
且集合{ PS ( t) x：x ∈ B，t ≥ tB }在X中有界，则半群{ S ( t) }t ≥ 0在Banach空间X中满足条件（C）.

定义4（Babin et al.，1992） 设X，Y为Banach空间，{ S ( t) }t ≥ 0为(X，Y )-半群，若满足

（i） A在X中有界，且在Y中紧；

（ii） A对半群不变：S ( t)A = A，对所有 t ≥ 0成立；

（iii） 对任意有界B ⊂ X，当 t → ∞时

distY(S ( t) B，A) → 0.
则称集合A ⊂ X ∩ Y为其(X，Y )-全局吸引子 .

定义 5 对于给定 T > 0，函数 (u，ut ) ∈ L∞(0，T；H ) 是方程（8）在 [0，T ] 上的一个弱解，即对任意

ϕ ∈ C∞
c ((0，T ) × Ω)，

-∫0

T

( )ut，ϕt dt + κ ∫0

T

( )A1 4u，A1 4ϕ dt + ∫0

T

( )A1 2u，A1 2ϕ dt + γ ∫0

T

 ( )u，ut
2q
H

 ( )A1 4ut，A1 4ϕ dt + ∫0

T

( )f ( )u ，ϕ dt = 0
成立 .

引理 2（Zhong et al.，2006） 设X，Y是两个 Banach空间，{ S ( t) }t ≥ 0 是一个范数到弱连续的 (X，Y )-半群 . 
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若{ S ( t) }t ≥ 0满足

（i） { S ( t) }t ≥ 0在Y中存在有界吸收集；

（ii） { S ( t) }t ≥ 0在Y中满足条件（C）.

则{ S ( t) }t ≥ 0拥有一个(X，Y )-全局吸引子 .

根据式（4），定义有限维子空间Hm = span { e1，…，em }，并记 Pm：L2 → Hm为从 L2 到Hm的正交投影算子，

Qm = I - Pm为其对应的正交补投影（其中 I为L2上的恒等算子）.

引理 3（Yan et al.，2025） 对任意固定的σ ∈ R和 Vσ的任意紧子集K，以及任意足够小的 δ > 0，都存在 

M ∈ N满足

sup
v ∈ K

 Qmv σ
< δ， ∀ m ≥ M.

2 弱解的存在唯一性

定理1 假设条件(A1 )和(A2 )成立，设T > 0为任意正常数，则有

（i） 若初值(u0，u1 ) ∈ H，则问题（8）存在弱解u，即对任意0 < a < T，有
(u，ut ) ∈ L∞(a，T；Hs )，

其中 s = 1 q.
（ii） 该弱解满足

 ( )u ( )t ，ut( )t 2
H

+ ∫0

t

 ( )u ( )τ ，ut( )τ 2q
H

  ut( )τ 2
1dτ ≤ Q1( ) ( )u0，u1 H

， ∀ t ∈ [ ]0，T ，

 ( )u ( )t ，ut( )t 2
Hs

+ ∫
t

t′
 ( )u ( )τ ，ut( )τ 2q

H
  ut( )τ 2

1 + sdτ ≤ t-( )1 + sQ2( ) ( )u0，u1 H
，T ， ∀ 0 < t ≤ t′ ≤ T，

其中 s = 1/q，且Q1，Q2是独立于解u和时间 t的单调递增函数（仅依赖于初值范数与总时间T）.

（iii） 弱解满足能量等式

E (u ( t) ) + γ ∫
τ

t

 (u ( s)，ut( s) ) 2q
H

  ut( s) 2
1ds = E (u (τ) )， ∀ 0 ≤ τ ≤ t ≤ T. （12）

定义能量泛函为

E (u) = 1
2  ut

2 + 1
2  ut

2
2 + 1

2 ( β

2β  u 2
1 - κ

2β ) 2

+ ∫Ω
F (u)dx. （13）

特别地，有(u，ut ) ∈ C ([0，T ]；H).
证明 （i）的证明利用 Faedo-Galerkin逼近并结合插值不等式即可证得，在此省略详细推导 . 接下来直

接给出证明过程中的关键结论，这些结论将用于后续的证明 .

假设 (u0，u1 ) H
≤ R， 则对所有n ∈ N，有 (un0，un1 ) H

≤ R. 令

un( t) = ∑
j = 1

n

T n
j ( t) ej ∈ span { e1，…，en }，

其中 t ∈ [ 0，Tn )且Tn ∈ [0，T ]. 由此，对于任意 t ∈ [0，T ]，可得

 ( )un( )t ，unt ( )t 2
H

+ ∫0

t

 ( )un( )τ ，unt ( )τ 2q
H

  unt ( )τ 2
1dτ ≤ CR，

 ( )un( )t ，unt ( )t 2
Hs

≤ CR，T

t1 + s ，

( )un，unt → ( )u，ut  在L∞( )0，T；H 弱*收敛，

( )un，unt → ( )u，ut  在L∞( )a，T；H s 弱*收敛，∀a > 0，
 ( )un，unt

q

H
A

1
4unt → η 在L2( )0，T；L2 弱收敛， 其中η ∈ L2( )0，T；L2 ，

 ( )un，unt
q

H
A

1 + s
4 unt → ηa 在L2( )a，T；L2 弱收敛， 其中ηa ∈ L2( )a，T；L2 ，

untt → utt 在L∞( )0，T；V-2 弱*收敛，

 ( )un，unt
2q
H

→  ( )u，ut
2q
H

 在[ ]0，T 上几乎处处成立.

5
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（ii）对于所有  ϕ ∈ L2(0，T；V1 )，当n → ∞时，由上文结论和Lebesgue控制收敛定理可知

|

|
|
||
||

|
|
||
| ∫0

T( ) ( )un，unt
q

H
A

1
4unt -  ( )u，ut

q

H
A

1
4ut，ϕ dt

        ≤  |

|
|
||
||

|
|
||
| ∫0

T

 ( )un，unt
q

H( )A
1
4unt - A1

4ut，ϕ dt + |

|
|
||
||

|
|
||
| ∫0

T
é
ë

ù
û ( )un，unt

q

H
-  ( )u，ut

q

H ( )A
1
4ut，ϕ dt

        ≤  |

|
|
||
||

|
|
||
| ∫0

T

 ( )un，unt
q

H( )unt - ut，A1
4ϕ dt + CR∫0

T |
|
|||||

|
||||  ( )un，unt

q

H
-  ( )u，ut

q

H
  ϕ 1dt → 0，

则 (un，unt ) q

H
A

1
4unt →  (u，ut ) q

H
A

1
4ut在L2(0，T；V-1 )中收敛 . 由极限的唯一性可知

 (u，ut ) q

H
A

1
4ut = η ∈ L2(0，T；L2 ).

根据弱*下半连续性，对任意 t ∈ [0，T ]，由上文的结论推得

 (u ( t)，ut( t) ) 2
H

+ ∫0

t

 (u (τ)，ut(τ) ) 2q
H

  ut(τ) 2
1dτ ≤ CR.

同理可证得，对任意0 < t ≤ t′ ≤ T，有
 (u ( t)，ut( t) ) 2

Hs

+ ∫
t

t′
 (u (τ)，ut(τ) ) 2q

H
  ut(τ) 2

1 + sdτ ≤ CR，T

t1 + s .
（iii）能量等式的证明可参考（Yan et al.，2025），故省略不证 . □
下面的引理表明，在任意有限时间区间，只要初始能量不为零，解的能量都不会退化到 0，从而消除了阻

尼项在有限时间内的退化性，是方程（8）弱解唯一性成立的必要条件 .

引理 4（Yan et al.，2025） 对于任意固定的R > 0和紧集K ⊂ {ξ ∈ H |
|
||||  R2 ≤  ξ

H
≤ R}（其中 ξ = (u，ut )）， 

存在常数 k = k (R，T，K ) > 0，使得对任意初值属于K的弱解u ( t)，当 t ∈ [0，T ]时都有 (u ( t)，ut( t) ) H
≥ k.

定理 2 假设条件 (A1 )和 (A2 )成立，对于任意 t ∈ [0，T ]，ξu( t)， ξv( t) ∈ K是方程（8）的两个弱解，则对于

任意 t ∈ [0，T ]，有
 ξu( t) - ξv( t) H

≤ C ξu(0) - ξv(0) H
， （14）

其中常数C = C (R，T，K ) > 0. 特别地，若初值为零时，即 ξu(0) H
= 0，其唯一解为u ≡ 0.

证明 如果 ξu(0) H
= 0，由引理4可推得

 (u ( t)，ut( t) ) 2
H

≤ CT ξu(0) 2
H

= 0， ∀ t ∈ [0，T ] .
因此，(u，ut ) ≡ 0是唯一的解 .

对于固定的 R > 0，令 K ⊂ { }ξ ∈ H |
|  R 2 ≤  ξ

H
≤ R 为任意紧集，假设 ξu( t) = (u ( t)，ut( t) )，ξv( t) =

( v ( t)，vt( t) )是关于初值 ξu(0) ∈ K，ξv(0) ∈ K的两个弱解，使得

k ≤  (u ( t)，ut( t) ) H
≤ CR，  k ≤  ( v ( t)，vt( t) ) H

≤ CR， ∀ t ∈ [0，T ]，

其中 k = k (R，T，K ) > 0. 由式（12）可以推出

γk2q∫0

t

 ut
2
1dτ ≤ γ ∫0

t

 (u，ut ) 2q
H

  ut
2
1dτ ≤ CR， （15）

γk2q∫0

t

 vt
2
1dτ ≤ γ ∫0

t

 ( v，vt ) 2q
H

  vt
2
1dτ ≤ CR，

∫0

t

 ut
2
1dτ ≤ CR

γk2q，         ∫0

t

 vt
2
1dτ ≤ CR

γk2q， ∀ t ∈ [0，T ] .
令 w ( t) = u ( t) - v ( t)满足

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

wtt + Aw - é
ë

ù
û( )κ - β  u 2

1 A
1 2u - ( )κ - β  v 2

1 A
1 2 v + γ ( )u，ut

2q
H
A

1
2wt

  + γ é
ë

ù
û ( )u，ut

2q
H

-  ( )v，vt
2q
H
A

1
2 vt + f ( )u - f ( )v = 0，

( )w ( )0 ，wt( )0 = ξu( )0 - ξv( )0 .
（16）

6
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将式（16）的两端同时乘以wt，可得

d
dt E (w) + 2γ (u，ut ) 2q

H
  wt

2
1 = I1 + I2 + I3， （17）

其中E (w) =  wt

2 +  w 2
2，且

I1 = -2γ é
ë

ù
û ( )u，ut

2q
H

-  ( )v，vt
2q
H ( )A

1
4 vt，A

1
4wt ，

I2 = -2 ( )f ( )u - f ( )v ，wt ，

I3 = ( )( )κ - β  u 2
1 A

1 2u - ( )κ - β  v 2
1 A

1 2 v，wt .
由中值定理和Young不等式，有

|| I1 ≤ 2qγ é
ë
êêêê ù

û
úúúú ( )u，ut

2 ( )q - 1
H

+  ( )v，vt
2 ( )q - 1
H ( ) ( )u，ut

2
H

-  ( )v，vt
2
H

  vt 1  wt 1

≤ CR( ) ( )u，ut H
+  ( )v，vt H ( ) ( )u，ut H

-  ( )v，vt H
  vt 1  wt 1

≤ CR ( )w，wt H
  vt 1  wt 1 ≤ γk2q wt

2
1 + Ck，R ( )w，wt

2
H
  vt

2
1

≤ γk2q wt

2
1 + Ck，R vt

2
1E ( )w .                                                                                                                    (18)

根据中值定理和Hölder不等式以及Soblev嵌入V2 ↪ L 2n
n - 4 ↪ Lnp2 ，可推得

|| I2 ≤ C ( )( )1 + || u p + || v p || w ， || wt ≤ C ( )1 +  || u p

L
n
2

+  || v p

L
n
2

  w
L

2n
n - 4  wt

≤ C ( )1 +  u p

2 +  v p

2   w 2  wt ≤ CRE ( )w .
（19）

利用Hölder不等式和Young不等式得

|| I3 = |
|
|||||

|
|||| ( )( )κ - β  u 2

1 A
1 2u - ( )κ - β  v 2

1 A
1 2 v，wt ≤ || κ   w 2  wt + |

|
|
| ( )β  u 2

1A
1 2u - β  v 2

1A
1 2 v，wt

≤ γk2q2

κ
 w 2

2 + 1
2γk2q  wt

2 + β  u 2
1  w 2  wt + β ( ) u 2

1 +  v 2
1   v 2  wt

≤ ( )γk2q

2 κ2 + CR，λ1 βγk
2q

2  w 2
2 + ( )1

2γk2q + CR，λ1 β2γk2q  wt

2 ≤ Cκ，k，β，R，λ1E ( )w .                                                      (20)
将式（18）~（20）代入式（17），有

d
dt E (w) + γk2q wt

2
1 ≤ Cκ，k，β，R(1 +  vt

2
1 ) E (w) .

再由Gronwall不等式和式（15）可得

E (w ( t) ) ≤ E (w (0) ) e∫0
t

Cκ，k，β，R ( )1 +  vt
2
1 ds ≤ Cκ，k，β，R，TE (w (0) )，

 (w ( t)，wt( t) ) 2
H

≤ C (w (0)，wt(0) ) 2
H
， ∀t ∈ [0，T ] ，

其中C = Cκ，k，β，R，λ1，T，则式（14）成立 .

特别地，取 ξu(0) = ξv(0)时，(u，ut ) ≡ 0是唯一的解 . □
下面的引理在定理3的证明中起着关键作用 .

引理 5（Yan et al.，2025） 假设条件 (A1 )和 (A2 )成立，方程（8）的弱解生成的解半群 { S ( t) }t ≥ 0 中具有连

续性，即对任意序列 ( ξn，τn ) ⊂ H × [ 0，+∞)， 若 ( ξn，τn ) → ( ξ，τ)在 H × [ 0，+∞) 中强收敛于 ( ξ，τ)，则必有

S (τn ) ξn → S (τ) ξ在H中强收敛 .

3 全局吸引子在H的存在性

下面首先给出方程（8）在空间H中存在有界吸收集 .

引理 6 假设条件 (A1 )和 (A2 )成立，若存在有界集B0 ⊂ H，使得对任意有界集B ⊂ H，存在 tB > 0满足

7
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S ( t) B ⊂ B0对所有 t ≥ tB成立，则动力系统(H，S ( t) )是耗散的，且B0为(H，S ( t) )的一个有界吸收集 .

证明 设B ⊂ H是任意有界集 . 由式（12）可知，存在常数CB > 0，使得对于每个以 (u (0)，ut(0) ) ∈ B为

初始数据的弱解u，都有

 (u ( t)，ut( t) ) H
≤ CB， ∀ t ≥ 0. （21）

在方程（8）两端同时乘以ut + εu （ε > 0）并在Ω上积分，可得
d
dt ( )1

2  ut
2 + 1

2  u 2
2 + ∫Ω

F ( )u dx + ε ( )ut，u + ε ( )1
2  ut

2 + 1
2  u 2

2 + ∫Ω
F ( )u dx + ε ( )ut，u

        +γ ( )u，ut
2q
H

  ut
2
1 + ε

2  u 2
2 - 3ε

2  ut
2 - ε2( )ut，u + εγ ( )u，ut

2q
H ( )A

1
4ut，A

1
4u

        +ε ( )f ( )u ，u - ε ∫Ω
F ( )u dx + ( )-( )κ - β  u 2

1 A
1 2u，ut + εu = 0，                                                             (22)

其中

( )-( )κ - β  u 2
1 A

1 2u，ut + εu ≥ 1
2

d
dt ( )β

2β  u 2
1 - κ

2β
2

+ ε ( )β

2β  u 2
1 - κ

2β
2

- εκ2

2β .
定义泛函

Eε(u) = 1
2  ut

2 + 1
2  u 2

2 + 1
2 ( β

2β  u 2
1 - κ

2β ) 2

+ ∫Ω
F (u)dx + ε (ut，u) 

和

Ψ = γ ( )u，ut
2q
H

  ut
2
1 + ε

2 ( )β

2β  u 2
1 - κ

2β
2

+ ε
2  u 2

2 - 3ε
2  ut

2 - ε2( )ut，u

+εγ ( )u，ut
2q
H

 ( )A
1
4ut，A

1
4u + ε ( )f ( )u ，u - ε ∫Ω

F ( )u dx - εκ2

2β .                                           (23)
则由式（22）可得

d
dt Eε(u) + εEε(u) + Ψ ≤ 0. （24）

结合假设条件(A2 )，式（9）~（10）和式（21）可知，存在ε0 > 0使得对于任意ε ∈ (0，ε0 ]，使得

c1 (u，ut ) 2
H

- C1 ≤ Eε(u) ≤ CB， ∀ t ≥ 0， （25）

其中常数0 < c1 < 1，C1 > 0.

由Young不等式和Sobolev嵌入 w 2 ≤ CΩ w 2
1， 存在常数C2 = C2(Ω，q) > 0，使得

 ut
2 ≤ 1

CΩ
 ut

2q + 2 + C2 ≤  (u，ut ) 2q
H

  ut
2
1 + C2. （26）

利用Cauchy不等式和Young不等式，结合式（7）和式（21），推出

| ε2(ut，u) | ≤ α2 ut   u ≤ ε2

λ1
 ut   u 2 ≤ ε3

2λ1
 u 2

2 + ε
2  ut

2
， （27）

|

|
|
||
||

|
|
||
|
εγ ( )u，ut

2q
H ( )A

1
4ut，A

1
4u ≤ εγ ( )u，ut

2q
H

  ut 1  u 1 ≤ γ
2  ( )u，ut

2q
H

  ut
2
1 + ε2CB u 2

2. （28）

根据式（10）~（11），可得

ε ( f (u)，u) - ε
2 ∫Ω

F (u)dx ≥ - εμ2λ1
 u 2

2 - εC. （29）

将式（25）~（29）代入式（23），有

Ψ ≥ ( γ2 - 2ε) (u，ut ) 2q
H

  ut
2
1 + ( λ1 - μ

2λ1
ε - ε2CB - ε3

2λ1 ) u 2
2 - εC3， （30）

其中C3 = 2C2 + C + κ2

2β . 选择足够小的ε ∈ (0，ε0 ]，使得

8
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γ
2 - 2ε > 0， 且 λ1 - μ

2λ1
ε - ε2CB - ε3

2λ1
> 0.

将式（30）代入式（24），根据Gronwall引理可得

Eε(u ( t) ) ≤ Eε(u (0) ) e-εt + C3(1 - e-εt ) ≤ CBe-εt + C3.
存在 tB = max{0，1

ε ln CB

C3 }，对任意 t ≥ tB，有

 (u ( t)，ut( t) ) 2
H

≤ Eε( )u ( )t + C1
c1

≤ 2C3 + C1
c1

≕ R20.
因此，动力系统(H，S ( t) )是耗散的，且B0 = { }ξ ∈ H |

|   ξ
H

≤ R0 是有界吸收集 . □
定理 3 假设条件 (A1 )和 (A2 )成立，则由问题（8）生成的动力系统 (H，S ( t) )在空间H中存在全局吸引

子A. 此外，该全局吸引子在H s中有界，即

A ⊂ Hs，    A Hs
≔ sup

ξ ∈ A
 ξ

Hs

≤ C，
其中 s = 1 q.

证明 根据定义 1和吸引子存在定理，只需验证对每个固定的 t ≥ 0，S ( t)在H上连续以及 (H，S ( t) )在
H中存在紧吸收集 . 引理 5 和引理 6 既保证了 S ( t)的连续性，也给出了系统的耗散性，即存在有界吸收集

B0 ⊂ H，对任意有界集B ⊂ H，当 t ≥ tB（tB > 0）时，S ( t) B ⊂ B0. 其中B0 = { }ξ ∈ H ||   ξ
H

≤ R0 .

由定理 1的（i）和（ii），对任意初值 ξ ∈ B0，当 t > 0时，对应弱解具有更高的正则性，即存在 s = 1 q > 0和

常数CR0 > 0，使得

 S (1) ξ Hs

≤ CR0， ∀ ξ ∈ B0.
定义集合 B1 = { }ξ ∈ H s ||||||   ξ

Hs

≤ CR0 . 当 s > 0，由式（5）可得 Hs ↪↪ H. 因此，B1 在 H 中是相对紧的 . 设

B ⊂ H是任意有界集，由于B0是吸收集，存在 tB > 0，使得
S ( t) B ⊂ B0， ∀ t ≥ tB.

因此对任意 t ≥ tB + 1，都有

S ( t) B = S (1)[ S ( t - 1) B ] ⊂ S (1)B0 ⊂ B1.
由于连续半群S ( t)在H中有紧吸收集B1，根据定义1可知，系统(H，S ( t) )存在全局吸引子A.

此外，A ⊂ B1. 由于B1在H s中有界，因此A在H s中也有界，即 supξ ∈ A ξ
Hs

≤ CR0. □
4 强全局吸引子在H1 q的存在性

下面证明，定理3中得到的全局吸引子A，为空间(H，H s ) （s = 1 q ∈ (0，1]）中的全局吸引子 .

定理4 假设条件(A1 )和(A2 )成立，则半群{ S ( t) }t ≥ 0在H s中满足条件（C）.

证明 由定理3可知，B1是{ S ( t) }t ≥ 0在H s中的一个有界吸收集 . 对所有 t ≥ t*，有
B ≔ ⋃

t ≥ t*
S ( t)B1

是一个正不变的有界吸收集，其中 t* > 0，且满足 S ( t)B1 ⊂ B1. 给定任意 δ ∈ (0，1)，根据定义 3，只需证明存在

t0 = t0( δ，B )和m0 = m0( δ，B ) ∈ N，使得对所有 t ≥ t0和m ≥ m0，有

 QmS ( t) (u0，u1 ) Hs

≤ δ，    ∀ (u0，u1 ) ∈ B.
设(u ( t)，ut( t) ) = S ( t) (u0，u1 )，其中(u0，u1 ) ∈ B. 根据B在H s中是正不变且有界的，可得

 (u ( t)，ut( t) ) Hs

≤ CB， ∀ t ≥ 0. （31）

记 (u( )1，u( )1
t ) = (Pmu，Pmut ) 和 (u( )2，u( )2

t ) = (Qmu，Qmut )，下 面 证 明 对 所 有 t ≥ t0 和 m ≥ m0，都 有 

 (u( )2 ( t)，u( )2
t ( t) ) Hs

≤ δ. 取 ϵ = min{ }ϵ0，1，γ6 δq ，将方程（8）与A
s
2u( )2

t + ϵAs2u( )2 做内积，可得

9
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d
dt H ( t) + 2ϵH ( t) + γ (u，ut ) 2q

H
  u( )2

t

2
1 + s = ∑

i = 1

5
Ji ， （32）

其中

H ( )t = 1
2  u( )2

t ( )t 2
s

+ 1
2  u( )2 ( )t 2

2 + s + ϵ ( )u( )2
t ( )t ，A

s
2u( )2 ( )t ，

J1 = 2ϵ u( )2
t

2
s
，                                  J2 = ( )κA

1
2u( )2 - β  u 2

1A
1 2u( )2，A

s
2u( )2

t + ϵAs2u( )2 ，

J3 = 2ϵ2( )u( )2
t ，As 2u( )2 - ϵ ( )f ( )u ，As 2u( )2 ，         J4 = ( )f ′( )u ut，As 2u( )2 ，

J5 = - d
dt ( )f ( )u ，As 2u( )2 - γϵ

2
d
dt éë ù

û( )( )u，ut
2q
H ( )u( )2 2

1 + s + γϵ
2 ( )u( )2 2

1 + s
d
dt ( )( )u，ut

2q
H

.
假设 ϵ > 0 为待定小常数，由嵌入 Vs ↪ L2 和 V2 + s ↪ V2s 以及 Hölder 不等式，Young 不等式，存在 ϵ0 =

ϵ0(Ω) > 0，使得对任意 ϵ ∈ (0，ϵ0 ]，有
ϵ

|

|
|
||
||

|
|
||
| ( )u( )2

t ( )t ，A
s
2u( )2 ( )t ≤ ϵ02 ( ) u( )2

t ( )t 2 +  u( )2 ( )t 2
2s ≤ 1

4  u( )2
t ( )t 2

s
+ 1

4  u( )2 ( )t 2
2 + s.

因此
1
4  (u( )2，u( )2

t ) 2
Hs

≤ H ( t) ≤ C (u( )2，u( )2
t ) 2

Hs

，

其中常数C = C (Ω).
结合式（6）和Young不等式，可得

 u( )2
t

2
s

≤  u( )2
t

2
1 + s
1 + s   u( )2

t

2s
1 + s ≤ δ + δ  -q (u，ut ) 2q

H
  u( )2

t

2
1 + s. （33）

进一步，有

| J1 | ≤ 2ϵδ + 2ϵδ-q (u，ut ) 2q
H

  u( )2
t

2
1 + s . （34）

根据引理3，存在M1 = M1( δ )，由紧嵌入V2 + s ↪↪ V2s，V2 + s ↪↪ V1 + s和式（31），使得对所有  m ≥ M1，都有

 u( )2
2s ≤ δϵ，          u( )2

1 + s ≤ δϵ， ∀t ≥ 0. （35）

结合Hölder不等式和Young不等式，式（33）和式（35）以及式（31），可得

|| J2 ≤ |

|
|
||
||

|
|
||
| ( )κA

1
2u( )2，A

s
2u( )2

t + ϵAs2u( )2 + |

|
|
||
||

|
|
||
| ( )β  u 2

1A
1 2u( )2，A

s
2u( )2

t + ϵAs2u( )2

≤ |

|
|
||
||

|
|
||
| ( )κA

1
2u( )2，A

s
2u( )2

t + |

|
|
||
||

|
|
||
| ( )κA

1
2u( )2，ϵA

s
2u( )2 + |

|
|
||
||

|
|
||
| ( )β  u 2

1A
1 2u( )2，A

s
2u( )2

t + |

|
|
||
||

|
|
||
| ( )β  u 2

1A
1 2u( )2，ϵA

s
2u( )2

≤ κ2

4δ  u( )2 2
2 + s + δ u( )2

t

2
s

+ δ u( )2 2
2 + κ2ϵ2

4δ  u( )2 2
2s + βCB u( )2

s + 2  u( )2
t s

+ ϵβCB u( )2
2  u( )2

2s

≤ κ2ϵδ + ϵδ-q ( )u，ut
2q
H

  u( )2
t

2
1 + s + CBϵδ + βCBϵδ.                                                                                              (36)

同理，结合注1，式（31）和式（35）可得

|| J3 ≤ 2 ( ) u( )2
t +  f ( )u  u( )2

2s ≤ C ( ) ut +  u 2 +  u p + 1
2  u( )2

2s ≤ CB δϵ. （37）

根 据 假 设 条 件 (A1 ) 和 (A2 )，当 n ≥ 5 时 ，由 Sobolev 嵌 入 V2 + s ↪ H 2 + s ↪ L 4np
8 + 4s - nsp （其 中

4np
8 + 4s - nsp ≤

2n
n - 2 ( )2 + s ），再结合Hölder不等式，式（35）以及Sobolev嵌入Vs ↪ Hs ↪ L 2n

n - 2s与V2 - nsp
4

 ↪ H 2 - nsp
4  ↪ L 4n

2n - 8 + nsp （其

中 
8 + 4s - nsp

4n + n - 2s
2n + 2n - 8 + nsp

4n = 1），可推得

|| J4 ≤ C ut   u( )2
2s + C || u p

L
4n

8 + 4s - nsp
  ut L

2n
n - 2s  As 2u( )2

L
4n

2n - 8 + nsp ≤ CB δϵ + CB u( )2
2 + 2s - nsp

4
. （38）

根据引理 3，存在 M2 = M2( δ )，V2 + s ↪↪ V2 + 2s - nsp
4
（其中 2 + 2s - nsp

4 ≤ 2 + 2s - 5s
4 < 2 + s），使得对所有

m ≥ M2，有
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 u( )2
2 + 2s - nsp

4
≤ δϵ， ∀ t ≥ 0. （39）

结合式（38）~（39），有

| J4 | ≤ CB δϵ. （40）

同时，当1 ≤ n ≤ 4时，式（40）仍然成立 .

选取 ϵ ≤ γ
6 δq，令Csϵδ ≥ κ2ϵδ + CBϵδ + βCBϵδ + ϵδ，将式（34）~（40）代入式（32），可得

d
dt H ( )t + 2δH ( )t ≤ Cs δϵ - d

dt ( )f ( )u ，As 2u( )2 - γϵ
2

d
dt éë ù

û ( )u，ut
2q
H

  u( )2 2
1 + s + γϵ

2  u( )2 2
1 + s

d
dt  ( )u，ut

2q
H

.   (41)
对式（41）利用Gronwall不等式，有

H ( )t ≤ H ( )0 e-2ϵt + Cs δϵ ∫0

t e-2ϵ ( )t - τ  dτ - ∫0

t e-2ϵ ( )t - τ d
dτ ( )f ( )u ，As 2u( )2  dτ

 -  γε2 ∫0

t e-2ϵ ( )t - τ d
dτ é

ë
ù
û ( )u，ut

2q
H

  u( )2 2
1 + s  dτ + γε

2 ∫0

t e-2ϵ ( )t - τ  u( )2 2
1 + s

d
dτ  ( )u，ut

2q
H

 dτ.              (42)
利用分部积分，式（31）和式（35），进行逐项估计，使得

Cs δϵ ∫0

t e-2δ ( )t - τ dτ = Cs δϵ ⋅ 1 - e-2ϵt

2ϵ ≤ Cs δ， （43）

-∫0

t e-2ϵ ( )t - τ d
dτ ( )f ( )u ，As 2u( )2 dτ = -e-2δ ( )t - τ |( )f ( )u ，As 2u( )2 τ = t

τ = 0 + 2δ ∫0

t

( )f ( )u ，As 2u( )2 e-2δ ( )t - τ dτ
≤ CB δ ≤ Cs δ，                                                                                                          (44)

- γϵ2 ∫0

t e-2ϵ ( )t - τ d
dτ é

ë
ù
û ( )u，ut

2q
H

  u( )2 2
1 + s dτ

         = - γϵ2 e-2ϵ ( )t - τ  ( )u，ut
2q
H

 |
| u( )2 2

1 + s
τ = t

τ = 0
+ γϵ2∫0

t

 ( )u，ut
2q
H

  u( )2 2
1 + se-2ϵ ( )t - τ dτ

         ≤ CBϵ3 δ2 + CBϵ4 δ2 1 - e-2ϵt

2ϵ ≤ CB δ ≤ Cs δ.                                                                                          (45)
根据式（13），对于任意 t ≥ 0，可得

γ ∫0

t

 (u ( t)，ut( t) ) Hs

  (u ( t) 2
1dτ = E (u (0) ) - E (u ( t) ) ≤ CB. （46）

由于u满足方程（8），则有
γϵ
2 ∫0

t e-2ϵ ( )t - τ  u( )2 2
1 + s d

dτ  ( )u，ut
2q
H

dτ = qγϵ
2 ∫0

t e-2ϵ ( )t - τ  u( )2 2
1 + s  ( )u，ut

2 ( )q - 1
H

d
dτ ( ) ut

2 +  u 2
2 dτ

≤ CB δ2ϵ3 ⋅ 1 - e-2ϵt

2ϵ + CB δ2ϵ3∫0

t

 ( )u，ut
2q
H

  ut
2
1dτ ≤ CB δϵ ≤ Cs δ.       (47)

将式（43）~（47）代入式（42），选取 t ≥ 1
2ϵ ln 1

δ = (min{ }ϵ0，1，γ6 δq ) -1
ln 1

δ
且m ≥ max { M1，M2 }，可得

 (u( )2 ( t)，u( )2
t ( t) ) 2

Hs

≤ 4H ( t) ≤ C (u0，u1 ) 2
Hs

e-2ϵt + Cs δ ≤ 2Cs δ.     □
由引理2，定理3和定理4，得到如下定理

定理 5 假设条件 (A2 )成立，则由方程（8）弱解生成的半群 { S ( t) }t ≥ 0 是范数到弱连续的 (H，Hs )-半群 . 

该半群在空间对(H，Hs )上存在全局吸引子A s，满足

（i） A s是不变的；

（ii） A s在H s中是紧的；

（iii） A s在H s的范数拓扑下吸引H中任意有界子集 .

此外，根据吸引子的定义，有A = A s，其中A为定理3中的全局吸引子 .
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